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Ecuaciones Diferenciales I. Examen XIII

Ejercicio 1. Resuelve el problema

x′ =
x

t
+
(x
t

)2

, x(1) = 1.

¿En qué intervalo está definida la solución?

Ejercicio 2. La ecuación diferencial

x′ =
2x+ t+ 1

2x+ t+ 7

pertenece a una de las familias estudiadas en clase. ¿De qué familia se trata? Encuen-
tra un cambio de variable que la transforme en una ecuación de variables separadas,
especificando los dominios sobre los que actúa este cambio.

Ejercicio 3. Se considera la ecuación x′ = x + t. ¿Tiene soluciones polinómicas?
¿Cuántas?

Ejercicio 4. Se consideran los dominios del plano

Ω1 = ]0, 1[× ]0, 1[ , Ω2 = {(x, y) ∈ R2 | y2 − x2 < 1}.

¿Tienen forma de estrella?

1. Ω1.

Veamos que es convexo. Dados (x, y), (x′, y′) ∈ Ω1, tenemos que:

[(x, y), (x′, y′)] = {t(x, y) + (1− t)(x′, y′) | t ∈ [0, 1]} =

= {(tx+ (1− t)x′, ty + (1− t)y′) | t ∈ [0, 1]} ⇐⇒

⇐⇒

{
tx+ (1− t)x′ ∈ ]0, 1[

ty + (1− t)y′ ∈ ]0, 1[
∀t ∈ [0, 1].

En primer lugar, como x, y, x′, y′ > 0 y t, (1 − t) ⩾ 0 sin anularse a la vez,
tenemos que:

tx+ (1− t)x′ > 0, ty + (1− t)y′ > 0. ∀t ∈ [0, 1].

En segundo lugar, distinguimos en función de x y x′:

Si x ⩽ x′, entonces:

tx+ (1− t)x′ ⩽ tx′ + (1− t)x′ = x′ < 1.

Si x′ ⩽ x, entonces:

tx+ (1− t)x′ ⩾ tx+ (1− t)x = x < 1.

En cualquier caso, (y análogamente para y y y′) tenemos que:

tx+ (1− t)x′ ∈ ]0, 1[ , ty + (1− t)y′ ∈ ]0, 1[ .

Por tanto, Ω1 es convexo, y por tanto tiene forma de estrella.

4



Ecuaciones Diferenciales I. Examen XIII

2. Ω2.

Veamos en primer lugar su forma:
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Veamos que tiene forma de estrella desde el punto (0, 0). Dados (x, y) ∈ Ω2,
tenemos que:

[(0, 0), (x, y)] = {t(0, 0) + (1− t)(x, y) | t ∈ [0, 1]} =

= {(0, 0) + t(x, y) | t ∈ [0, 1]} =

= {(tx, ty) | t ∈ [0, 1]} ⇐⇒
⇐⇒

{
(ty)2 − (tx)2 < 1 ∀t ∈ [0, 1]. ⇐⇒

⇐⇒
{
t2(y2 − x2) < 1 ∀t ∈ [0, 1].

donde esta última desigualdad se cumple para cualquier t ∈ [0, 1] por ser
y2 − x2 < 1 (x, y) ∈ Ω2.

Por tanto, Ω2 tiene forma de estrella.

Ejercicio 5. Se considera la ecuación diferencial x′ = a2(t)x
2+a1(t)x+a0(t), donde

a0, a1, a2 : R → R son funciones continuas. En el dominio D = {(t, x) ∈ R2 | x > 0}
se efectúa el cambio de variable s = −t, y = 1/x. ¿Qué condiciones deben cumplir los
coeficientes a0, a1 y a2 para que la ecuación permanezca invariante por este cambio
de variable?
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